P. Castelan - Méthode de Bairstow

A. Méthode de Bairstow

A.d. Introduction

Cette méthode qui date des années 1970 n'est adaptée qu'a la détermination des racines de fonctions
polynomiales. Elle est lente et coliteuse en temps de calcul, mais a l'avantage de “marcher”
systématiquement ou presque. Elle permet, de plus, de déterminer toutes les racines qu'elles soient réelles ou
non.

La méthode est basée sur la division du polynome par un trinéme : 7'(x) = 2? — Sz + P

On écrit: P(z) = (2? — Sz 4+ P)Q,_o(x) + R(x)

L'idée est de rechercher, non pas les racines de P(x), mais les valeurs de S et P qui annulent R(x), le reste, qui
est un polyndme du premier degré.

En effet, si S et P annulent R(x) alors si a est racine de T(x), par suite, il est aussi racine de P(x).

Pourquoi Set P ?

T(x) = x2-Sx+P = (x-0)(x-f) est un trindme il accepte deux racines a et B qui vérifient :

S=a+p
P=axp

A.i. La méthode

On se donne Sy et Py arbitraires, on calcule le reste R(x) puis on ajuste S et P en Si, P1 jusqu'a ce que 1'on ait
Mazx(|Sn+1 — Snl, |Pne1 — Pn]) < €laprécision souhaitée.

On retient alors Sp+1 et Pur1 comme valeurs approchées de S et P.
Posons :

P(z) = apz™ + a12" ! + agx™ 4 -+ ap_1z + ay
Q(x) = boz" 2+ b1z 3 + box™ 4 4 by_3T + by
R(x) = Rox + Ry
En identifiant P(x) a T(x)*Q(x)+R(x) et ce quelque soit x, on obtient un systeme d'équations qui ne peut

avoir de solution que si les termes de puissance égale sont égaux, c'est a dire que les coefficients du
polynome sont les mémes des deux cotés de I'égalité.

Soit en développant :
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Puissance terme de P terme de T(x)Q(x) + R(x)
xXn ao bO

xn-1 aj b1 - Sbo

xn-2 a b2 - Sbi + Pbo

xn-k ag bk - Sbi.1 + Pbi

x2 an-2 bn—2 - Sbn—3 + an—4

X an-1 RO - Sbn—2 + an—3

cste an Ri + Pbn

Ce qui nous intéresse est de calculer les coefficients by il vient :
bo=ap
bi=a;+ Sbo
b>=ax+ Sbi - Pbo

bk = ak + Sbk.1 - Pbx-

Ro = an.1 + Sbn2 - Pbns
Ri=an - Pbni
Afin de garder la méme relation de récurrence tout au long du calcul, on pose :
bn-1 = an-1 + Sbu2 - Pbns
bn = an + Sbn.1 - Pbn2
Avec cette convention, le reste Rox + R s'écrit : bn-1(X-S) + b, soit R = by - Sbu-1
Le reste de la division R(x) : ba-1(x-S) + bn est fonction de S et de P. On pose :
F(S,P) = bn.i et G(S,P) =bn - Sbi-1
Si S et P sont les valeurs qui annulent R(x), alors on a simultanément :
F(S,P)=0 et G(S,P)=0
Afin de déterminer S et P, on utilise une méthode itérative dont le principe est le suivant :
On construit une suite Sy, Py telle que :

lim S,,=Set lim P,=P

n—oo n—oo

Au rang n de la suite, on connait Sn et Pn, il est donc possible d'écrire :
S=8,+ASet P=P,+ AP

Ou AS et AP sont respectivement I'erreur commise sur S et P au rang de la suite. On a donc :

0=F(S,+ AS,P, + AP)
0=G(S,+AS, P, + AP)

Bien entendu AS et AP ne sont pas connus. La méthode consiste justement a essayer de les évaluer.
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Exprimons F et G sous forme d'un développement limité que 1'on tronque a 'ordre 1. Soit :

F(Sp, Po) + 25AS + SEAP

~ G(Sn, P) + ggAS +9SAP
On réécrit les équations ci-dessus en les égalant a zéro. On commet, ce faisant, une erreur que l'on inclue

dans les valeurs de AS et AP. On note ces valeurs approchées : AS et AP.on peut, alors, écrire :
F(Sy, P,) + 2EAS + 9EAP
= G(Sn, P) + 2SAS + 25 AP

Ce systéme d'équation peut étre mis sous forme matricielle :

or or 11 AS —F(Sy, Py)
& — | = o Soit : Ar =B
i B | 5p | = | Cesm | o

On peut, en utilisant la méthode de Cramer, déterminer AS et AP :
= det(A')  —  det(A?)

AS = AP =
5 det(A) det(A)
Avec :
1y _ —F(S,,P,) 2& 2y _ 95 —F(Sn, Po)
det(Al) = det < LGS P gé et det(A”) = det % _F(S,, P,)

Ce qui permet de calculer nouvelle valeur de S et de P :
Sn_|_1 :Sn+AS et Pn+1 :Pn+AP

Toutefois, nous n'avons pas les valeurs numériques des dérivées partielles... Il nous faut donc calculer les

leurs de : 2E  OF 9G  0G
valeursde - 555 9p 95’ 9P

OF 090G
- Calcul de 35 ce qui permettra d'évaluer : 55+ 55
by _ dag _
oS — 9S8
by _ day dbg s _
a5 = ag T 985 Tbogs = bo — co

ab ) db 98 db opP db
8_52:%+S o5 t0igg — P °—b0ﬁ258—§+b1=b1+500—>01

by _ Oag by 95 _ pdbi ) 0P _ g9by _ po _ —
65_65+S +b285 Pas b185_535+b2 P@S_b2+Scl Pcy — ¢

ob o) 8b Oby _ oP
P = Gar G 4 b1 9% — PEEZZ — by 598 = by + Scp_o — Poj_z — ¢

Ob,, _ 8an 8bn Oby, — oP
651 = L4+ =2 +bn 285’ P aSS _bn—3ﬁ:bn—2+Scn—3_Pcn—4—>cn—2

0b,, 8 n abn 0b,,
s — x +S 1+bn 185 P asz_bn 235:bn—1+Scn—2_PCn—3_>Cn—1

De maniére generale, on constate qu'il s'agit d'appliquer une nouvelle division par T(x) et que l'on a :
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Oby,
% = Ck—1
Comme G(S,P) = by - Sb.1 il vient :
oG 0b, Obp—1

—=—-3 —b_1:C_1—SC_2—b_1
oS oS 08 " " " "
Afin d'éviter ce terme bn.1, on calcule le terme % en lui retranchant le terme by-1 soit :
ob
8757} =S5ch_2—Pcp_3 — ¢y
Le terme bni étant inclus déja retranché on alors 3% =c,_1 — Sc,_o ce qui simplifiera les calculs
ultérieurs.
F
- Calcul de ap ce qui permet d'évaluer : gp gg
Obo _ Bag _
P — 9P —
obi1 __ Oda b 98 _
ap = ap T9%p thogp =0
6b2 — 8(12 8[)1 8 8b0 _ 8_P — _
ap = op TSp Thigp — Pap —bogp = —bo — —co
Jbs __ Jda ob oS b orP __
ap = ap T9%p thgp — Pop —bigp = —Sco —b1 = —c1
Oby __ Day Obg 98 _ pdby _p 0P _ _ _ _
BP_8P+SBP+b38P P@P b28P_ SCl b2+Pb0—> Co
. ob ob
G = ok | GOl 4 b1 92 — P2 by 298 = by 5 — Sep_g + Pog_a — —Cp2
Ob,, — Oan an Ob,, oP
apl = %pl +S 2 +bn 28P P apg _bn733_p:_bn73_50n74+PCn75_>_Cn73
ob, 8 L Bb by, — 9P
P — =+ S +bn 13p P 8P2 _bn—ZB_P:_bn—2_Scn—3+Pcn—4_>_cn—2
On a donc :
Oby,
— = —C_
P k—2
D'ou :
OF  0b,_1 0G  0Ob, Obn_1 0S
— = =—Chz3et —=—-08 —bp 1= =—¢p_o+Sc,_
oP — QP " ap T 9P ap  "'op no et

Le calcul des déterminant donne :

det(Al) = bn_lcn_g — ann_3
det(A2) = bn_lcn_l — bncn_Q
det(A) = cp_1€n_3 — ¢

Ce qui permet d'exprimer :

n—2

Ao bn—lcn—Q - bncn—S D bn—lcn—l - bncn—Q
AS = 5 et AP = 5
Cn—1Cn—-3 — C,,_o Cn—1Cn—-3 — C,_o
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En résumé

1. On choisit arbitrairement des valeurs pour S et P.

2. On calcule les bk et les ck (attention ! il n'y a pas de cn et cn-1 est calculé sans bn-1)

3. On calcule AS et AP,

4. Si ZE et E’ sont suffisamment petits on arréte le processus, sinon on calcule les nouvelles
valeurspour SetP: S = S + AS et P= P+ AP eton reprend au point 2

5. On détermine les racines de T(x), ce qui donne deux racines de P(x)

Remarque : la méthode est lourde en calculs et lente (50 itérations sont parfois nécessaires !) On choisit donc
une précision des calculs faibles, les racines étant affinées par d'autres méthodes.

Le gros avantage est que cette méthode permet de trouver toutes les racines d’un polynéme qu’elles soient
réelles ou complexes.
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